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Jesu´s Sa´nchez Guevara
Resumen
En este art´ıculo se aborda una construccio´n del funtor de operads libres, tanto para el
caso sime´trico, como para el caso no sime´trico. Para hacer esto, los operads son interpretados
como monoides sobre la categor´ıa de mo´dulos diferenciales graduados. Adema´s, se muestran
algunas propiedades entre los funtores asociados a este tipo de construccio´n que ayudan a la
comprensio´n de sus mecanismos.
1. Introduccio´n
La nocio´n de operad aparece en los an˜os sesenta cuando James Dillon Stasheff usa A8-a´lgebras
para estudiar estructuras algebraicas que tienen propiedades asociativas no estrictas ([11] y [12]), es
decir, que se cumplen bajo equivalencias de homotop´ıa. Luego, con el fin de describir la estructura
homoto´pica subyacente a los espacios de lazos, Peter May introduce en los inicios de los an˜os setenta
el concepto de operad ([5]), el cual, entre otras cosas, engloba las a´lgebras estudiadas por Stasheff.
En su trabajo, May demuestra que, si un espacio tiene una estructura de a´lgebra sobre ciertos tipos
de operads, entonces este espacio es homoto´picamente equivalente a un espacio de lazos, iterado
finita o infinitamente.
Intuitivamente, el uso de un operad puede verse como una generalizacio´n de la relacio´n entre un
grupo y sus representaciones, pero con la diferencia de que la estructura algebraica a describir pue-
de que tenga muchas operaciones de diferentes aridades y que estas operaciones no necesariamente
cumplan con condiciones de conmutatividad o asociatividad. As´ı, un operad P esta´ conformado
por diferentes tipos de objetos, cuya naturaleza depende de la categor´ıa en la que se este´ traba-
jando. Estos objetos son los que organizan las operaciones abstractas que luego sera´n realizadas
como las operaciones que queremos describir. Por ejemplo, P pmq representar´ıa las operaciones de
nuestra entidad que tienen m entradas y una salida. Las condiciones que se le piden a estas fami-
lias de operaciones es que cuenten con una composicio´n asociativa y con un elemento unidad con
respecto a esta operacio´n. En el caso de los operads sime´tricos, tambie´n se necesitan condiciones
de equivarianza con respecto a las acciones de los grupos sime´tricos.
Para efectos de este art´ıculo, la teor´ıa de operads sera´ estudiada en el marco de las categor´ıas
de mo´dulos diferenciales graduados y se utilizara´ la definicio´n cla´sica de operads formulada por
May. Luego, en la seccio´n 4 se hara´ una descripcio´n detallada de la construccio´n de operads libres
sime´tricos y no sime´tricos, la cual se puede interpretar como una generalizacio´n de las estructuras
libres usuales asociadas a grupos, anillos, espacios vectoriales, etc.
Para realizar la construccio´n de operads libres se recurre a un punto de vista catego´rico, donde
los operads son descritos como cierto tipo de monoides. Esto nos lleva a tener una construccio´n
libre ma´s cercana a la intuicio´n, pues con los productos tensoriales asociados, las interpretaciones
de los objetos como operaciones de varias entradas son ma´s claras. En la u´ltima parte se estudian
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las principales adjunciones entre los funtores libres de operads libres sime´tricos y no sime´tricos, con
la idea de describir el caso sime´trico a trave´s del caso no sime´trico.
El presente trabajo esta´ basado en el segundo cap´ıtulo de mi tesis doctoral ([10]), donde esta
manera de abordar la construccio´n de operads libres lleva al disen˜o de operads del tipo E8, los
cuales son usados para estudiar las propiedades homoto´picas de estructuras asociadas a complejos
de cadenas, como las descritas por Alain Proute´ en [6] y [7].
2. Preliminares
Se utilizara´n libremente el lenguaje y las propiedades de los mo´dulos diferenciales graduados
que aparecen en r2s y r10s. Con respecto a la teor´ıa de categor´ıas, las terminolog´ıas y propiedades
son tomadas de r3s y r8s.
Usaremos F para denotar un cuerpo, el cual puede ser Z{pZ, donde p es un nu´mero primo, o
incluso Q. Los mo´dulos sobre F sera´n llamados simplemente mo´dulos. Se denota rns al conjunto
t1, . . . , nu, donde n es un entero positivo. El grupo sime´trico formado por las permutaciones de rns
se escribe Σn.
Un mo´dulo M se dira´ mo´dulo graduado si existe una familia tMiuiPZ de submo´dulos de M , tales
que M “ÀiPZMi. Un mo´dulo diferencial graduado o DG-mo´dulo es un mo´dulo graduado M junto
con un morfismo B : M Ñ M de grado ´1, tal que B ˝ B “ 0. Una aumentacio´n de un DG-mo´dulo
es un morfismo de DG-mo´dulos  : M Ñ F de grado 0. Similarmente, una coaumentacio´n de M es
un morfismo de DG-mo´dulos η : F Ñ M de grado 0. Si un DG-mo´dulo M tiene una aumentacio´n
 y una coaumentacio´n η, tal que  ˝ η “ 1F , entonces M se dice mo´dulo diferencial graduado con
aumentacio´n o DGA-mo´dulo. Se denota la categor´ıa de DGA-mo´dulos como DGA-Mod.
3. Operads sime´tricos
Los operads sime´tricos u operads, son colecciones de objetos que tienen asociados a sus compo-
nentes acciones de los grupos sime´tricos Σn. Debido a que se trabajara´ en un contexto graduado,
los signos de los diagramas incluidos esta´n determinados por la convencio´n de Koszul y son omiti-
dos para facilitar la lectura. Recuerde que la convencio´n de Koszul dice que, si la posicio´n de dos
s´ımbolos en una expresio´n, de grados p y q, es permutada, la expresio´n resultante sera´ multiplicada
por p´1qpq.
Definicio´n 3.1. Un operad P es una coleccio´n de DGA-mo´dulos tPpnquně0 junto con:
1. Un morfismo η : F Ñ Pp1q, llamado la unidad de P.
2. Para cada n, una accio´n a la derecha por el grupo sime´trico Σn sobre Ppnq, es decir, un
morfismo de DGA-mo´dulos que hace de P pnq un DGA-F rΣns-mo´dulo derecho.
P pnq b F rΣns ÝÑ P pnq (1)
3. Por cada tupla ph, i1, . . . , ihq, un morfismo de DGA-mo´dulos,
γph,i1,...,ihq : Pphq b Ppi1q b ¨ ¨ ¨ b Ppihq Ñ Ppnq (2)
donde n “ i1 ` ¨ ¨ ¨ ` ih y n, h, ij ě 0. Todo morfismo de este tipo se escribira´ γ.
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Estos morfismos deben de cumplir las siguientes condiciones.
1. Los morfismos γ son asociativos, en el sentido del siguiente diagrama conmutativo.
P phq b
”Âh
p“1 P pipq
ı
b
”Âh
p“1
Âip
q“1 P prp,qq
ı
γb1 //
intercambio

P pnq b
”Âh
p“1
Âis
q“1 P prp,qq
ı
γ

P prq
P phq bÂhp“1 ”P pipq bÂipq“1 P prp,qqı
1bγbh
// P phq bÂhp“1 P prpq
γ
OO (3)
Donde n “ řhp“1 ip, r “ řhp“1 řipq“1 rp,q “ řhp“1 rp y la flecha vertical izquierda es solamente
un intercambio de factores.
2. La unidad η : F Ñ P p1q hace conmutativos los siguientes diagramas.
Ppnq b Fbn – //
1bηbn

Ppnq
Ppnq b Pp1qbn
γ
88 F b Ppnq
– //
ηb1

Ppnq
Pp1q b Ppnq
γ
88
(4)
3. La accio´n de los grupos sime´tricos deben satisfacer condiciones de equivarianza, expresadas
por los siguientes diagramas conmutativos.
Pphq b Ppi1q b ¨ ¨ ¨ b Ppihq
σbσ´1

γ // P pnq
σpi1,...,inq

Pphq b Ppiσp1qq b ¨ ¨ ¨ b Ppiσphqq γ // P pnq
(5)
Donde n “ i1 ` ¨ ¨ ¨ ` ih y la flecha σ b σ´1 consiste en la accio´n derecha de σ sobre P phq y
la accio´n izquierda de σ´1 sobre el producto tensorial P pi1q b ¨ ¨ ¨ b P pihq.
Pphq b Ppi1q b ¨ ¨ ¨ b Ppihq 1bτ1b¨¨¨bτh //
γ

Pphq b Ppi1q b ¨ ¨ ¨ b Ppihq
γ

Ppnq τ1‘¨¨¨‘τn // Ppnq
(6)
Donde n “ i1 ` ¨ ¨ ¨ ` ih y la accio´n 1b τ1 b ¨ ¨ ¨ b τh es la identidad de P phq sobre el primer
factor y la accio´n derecha de τj en el factor P pijq.
Un operad fundamental que se puede ver como el paradigma para disen˜ar el concepto de operad,
es el operad de endomorfismos.
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Definicio´n 3.2. Para cada M P DGA-Mod, el operad EndpMq de endomorfismos de M se define
como:
1. Para todo n ě 0, EndpMqpnq “ HompMbn,Mq, es decir el DGA-mo´dulo de aplicaciones
homoge´neas de Mbn a M .
2. La unidad η : F Ñ EndpMqp1q es la identidad de M .
3. La accio´n derecha de Σn sobre EndpMq es inducida por la accio´n izquierda de Σn sobre
Mbn, es decir, fσpx1 b ¨ ¨ ¨ b xnq “ }σ}fpxσ´1p1q b ¨ ¨ ¨ b xσ´1pnqq. Donde }σ} es el signo de la
permutacio´n σ.
4. La composicio´n de aplicaciones,
γ : EndpMqphq b EndpMqpi1q b ¨ ¨ ¨ b EndpMqpihq Ñ EndpMqpnq (7)
donde n “ i1 ` ¨ ¨ ¨ ` ih, esta´ dada por,
γpfh b fi1 b ¨ ¨ ¨ b fihq “ fh ˝ pfi1 b ¨ ¨ ¨ b fihq (8)
El lector puede verificar que EndpMq satisface las condiciones de la definicio´n 3.1.
Definicio´n 3.3. Sean P y Q dos operads. Un morfismo f de P a Q, es una coleccio´n de morfismos
de DGA-mo´dulos,
fn : P pnq Ñ Qpnq (9)
que satisfacen las siguientes condiciones.
1. El morfismo f1 : P p1q Ñ Qp1q preserva la unidad de los operads, es decir, f1η “ η.
P p1q f1 // Qp1q
F
η
aa
η
==
(10)
2. Los morfismos fn : P pnq Ñ Qpnq son Σn-equivariantes, es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo para cada σ P Σn.
P pnq fn //
σ

Qpnq
σ

P pnq fn // Qpnq
(11)
3. f preserva las operaciones de composicio´n de los operads, esto es, que el siguiente diagrama
es conmutativo.
P phq b P pi1q b ¨ ¨ ¨ b P pihq γP //
fhbfi1b¨¨¨bfih

P pnq
fn

Qphq bQpi1q b ¨ ¨ ¨ bQpihq γQ // Qpnq
(12)
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La categor´ıa de operads sobre DGA-Mod se denota OP.
Ejemplo 3.4. El operad N esta´ dado por N pnq “ F para cada n no negativo, donde F es visto
como un DGA-mo´dulo concentrado en grado cero. La unidad η es la identidad de F , Σn actu´a de
manera trivial en cada componente y las composiciones γ, si denotamos ai al generador de grado
cero de Npiq, esta´n dadas por la regla,
γ : ah b ai1 b ¨ ¨ ¨ b aih Ñ an (13)
donde n “ i1 ` ¨ ¨ ¨ ` ih.
Ejemplo 3.5. Al hacer libre la accio´n de los grupos sime´tricos en el ejemplo anterior, se produce
un operad que denotamos M. Las componentes de M son los mo´dulos concentrados en grado cero
Mpnq “ F rΣns, para cada n no negativo. Las composiciones γ son determinadas, al igual que antes,
por los generadores de grado cero, pero respetando las acciones de los grupos sime´tricos:
γpah b ai1σi1 b ¨ ¨ ¨ b aihσi1q “ anpσi1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ σihq (14)
y
γpahσ b aiσ´1p1q b ¨ ¨ ¨ b aiσ´1phqq “ anσpi1, . . . , ihq (15)
donde n “ i1 ` ¨ ¨ ¨ ` ih.
4. Operads libres
Al dejar de lado la composicio´n en un operad P, lo que resta es una coleccio´n tP pnquně0 de
DGA-mo´dulos con acciones a la derecha por los grupos sime´tricos respectivos. Las colecciones de
este tipo las llamaremos S-mo´dulos. En esta seccio´n veremos una manera de generar a partir de
un S-mo´dulo, una estructura de operad que lo contenga. Los operads obtenidos de esta forma son
llamados operads libres y van a satisfacer una propiedad universal: cada morfismo de S-mo´dulos,
entre la coleccio´n de partida a cualquier otra coleccio´n con una estructura de operad, puede ser
extendido de manera u´nica a un morfismo de operads desde el operad libre.
La construccio´n de operads libres es largamente descrita en las principales referencias del tema
(por ejemplo [2], [4], [1] y [9]). Aunque hay muchas formas de definir operads libres, en esta pre-
sentacio´n se tratara´ de mantener los operads tan cerca como se pueda de la definicio´n cla´sica (vea
3.1). Este punto de vista se puede usar, entre otras cosas, para facilitar el disen˜o de algunos tipos
de E8-coalgebras, las cuales son coalgebras sobre un operad sime´trico del tipo E8 (ver [10]).
La construccio´n de un operad libre a partir de un S-mo´dulo se basa en interpretar los operads
como monoides sobre la categor´ıa de S-mo´dulos, donde el producto monoidal se busca que codifique
la composicio´n generalizada de operaciones abstractas. Esta manera de definir operads es una
instancia de un punto de vista mucho ma´s general, donde los operads, son definidos como monads
sobre la categor´ıa de endofunctores de la categor´ıa de DGA-mo´dulos y donde los S-mo´dulos son
identificados con funtores de Schur (ver [2]). Aqu´ı vamos a mantener a los S-mo´dulos en su estado
natural y la composicio´n de funtores aparecera´ como una operacio´n especial de S-mo´dulos.
Definicio´n 4.1. Sea S el grupoide donde los objetos son los conjuntos ordenados rns “ t1, . . . , nu,
donde n es un entero positivo y r0s “ H. Los morfismos de S esta´n dados por Spn,mq “ H, si
n ‰ m, y Spn, nq “ Σn, el n grupo sime´trico.
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Definicio´n 4.2. Un S-mo´dulo M es un funtor contravariante de la categor´ıa S a la categor´ıa DGA-
Mod. Los morfismos Spn, nq son interpretados como acciones una accio´n a la derecha de Σn sobre
Mpnq. La categor´ıa de S-mo´dulos y transformaciones naturales se denota S-Mod.
Observe que la categor´ıa S-Mod tiene todos los col´ımites y l´ımites debido a que es una categor´ıa
de diagramas sobre DGA-Mod.
Definicio´n 4.3. Se denota U el funtor de olvido de la categor´ıa de operads a la categor´ıa S-Mod.
Antes de la formalidad de la construccio´n del funtor que define los operads libres sobre S-Mod,
veamos en detalle como luce un operad libre. Sea M un S-mo´dulo, si para cada entero n ě 1, su
componente Mpnq se piensa como constituido por aplicaciones de n entradas y una salida, entonces
el operad libre F pMq asociado a M se puede entender como todas las posibles aplicaciones que se
obtienen al componer formalmente los elementos de M . Es claro que, como S-mo´dulo, F pMq debera´
contener a M como un S-submo´dulo.
As´ı, la componente F pMqpnq contendra´ a Mpnq y adema´s, debera´ contener a todos los posibles
productos tensoriales del tipo Mphq bMpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq, donde i1 ` ¨ ¨ ¨ ` ih “ n, ya que ellos
representan las composiciones formales que dan como resultado operaciones de aridad n.
Para satisfacer el axioma de equivarianza 5 necesitamos, para cada σ P Σh, la relacio´n,
Mphqσ bMpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq “Mphq bMpiσp1qq b ¨ ¨ ¨ bMpiσphqq, (16)
la cual se obtiene tomando el producto tensorial sobre F rΣhs,
Mphq bΣh Mpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq. (17)
Ahora, considere el segundo axioma de equivarianza 6. En la parte derecha de 17,Mpi1qb¨ ¨ ¨bMpihq,
podr´ıamos tener acciones sobre cada factor por elementos del respectivo grupo sime´trico,
Mpi1qτ1 b ¨ ¨ ¨ bMpihqτh, donde τj P Σij (18)
La accio´n simulta´nea de las permutaciones τj puede verse como una accio´n de la permutacio´n de
Σn dada por τ1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ τk, actuando a la derecha de Mpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq. Las permutaciones de
este tipo forman el subgrupo Σi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Σih de Σn. Entonces ponemos escribir,
Mpi1qτ1 b ¨ ¨ ¨ bMpihqτh “ pMpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihqq pτ1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ τhq (19)
El proceso de colocar a la derecha las permutaciones τj es entonces expresado por el producto
tensorial,
pMpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihqq bΣi1ˆ¨¨¨ˆΣih F rΣns (20)
En esta expresio´n se coloca F rΣns en lugar de F rΣi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Σihs, para as´ı considerar todas las
otras permutaciones de Σn que actu´an sobre i1 ` ¨ ¨ ¨ ` ih entradas pero no pueden ser expresadas
por una suma del tipo τ1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ τh. Adema´s, esto se simplifica escribiendo,
pMpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihqq b F rΣn{pΣi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Σihqs (21)
El cociente Σn{pΣi1 ˆ¨ ¨ ¨ˆΣihq es el grupo de los pi1, . . . , ihq intercambios de Σn, el cual se denota
Shpi1, . . . , ihq. Recuerde que un pi1, . . . , ihq intercambio, donde i1` ¨ ¨ ¨ ` ih “ n, es un elemento de
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Σn que env´ıa p1, . . . , nq a pµ11, . . . , µ1i1 , . . . , µh1 , . . . , µhihq tal que µj1 ă . . . ă µjij para todo 1 ď j ď h.
As´ı, 21 se escribe,
Mpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq b F rShpi1, . . . , ihqs (22)
El cual junto con la parte Mphq nos da la siguiente expresio´n.
Mphq bΣh Mpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq b F rShpi1, . . . , ihqs (23)
Nuestro operads libre necesitara´ esta construccio´n para cualquier n y todas las posibles sumas
i1 ¨ ¨ ¨ ` ih “ n, es decir, necesitamos considerar la suma directa,à
ně0
à
hě0
Mphq bΣh
˜ à
i1`¨¨¨`ih“n
Mpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq b F rShpi1, . . . , ihqs
¸
(24)
Esta expresio´n representa la primera etapa de todas las posibles composiciones formales entre los
elementos de M cuando son interpretados como aplicaciones. En la siguiente etapa de composi-
ciones se deben de considerar cuando cada Mpijq en 24 viene de otra composicio´n arbitraria y
as´ı sucesivamente, una cantidad finita de pasos. Para poder manejar todas los posibles niveles de
composiciones necesitamos introducir algunas operaciones sobre los S-mo´dulos.
Definicio´n 4.4. Sean M y N S-mo´dulos. Se define el producto tensorial de M y N como el
S-mo´dulo M bN dado por la fo´rmula,
pM bNqpnq “ à
i`j“n
Mpiq bMpjq b F rShpi, jqs (25)
Proposicio´n 4.5. El producto tensorial de S-mo´dulos es asociativo y para cada S-mo´dulo M sa-
tisface M “M b F “ F bM , donde F se ve como un S-mo´dulo concentrado en aridad 0.
Demostracio´n. Let M , N and P be S mo´dulos.
ppM bNq b P qpnq “ à
i`j“n
pM bNqpiq b P pjq b F rShpi, jqs
“ à
i`j“n
à
r`s“i
Mprq bNpsq b F rShpr, sqs b P pjq b F rShpi, jqs
“ à
i`j“n
à
r`s“i
pMprq bNpsq bΣrˆΣs F rΣisq bΣiˆΣj P pjq b F rΣns
“ à
r`s`j“n
Mprq bNpsq b P pjq bΣrˆΣsˆΣj F rΣns
“ à
r`i“n
à
s`j“i
Mprq b `Npsq b P pjq bΣsˆΣj F rΣis˘bΣrˆΣi F rΣns
“ pM b pN b P qqpnq
Se deja el resto de la prueba al lector.
Obervacio´n 4.6. Note que en la fo´rmula 24 se tiene,à
i1`¨¨¨`ih“n
Mpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq b F rShpi1, . . . , ihqs “Mbh (26)
donde Mbh es h veces el producto tensorial de S-mo´dulos.
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Definicio´n 4.7. Sean M y N S-mo´dulos. Se define la composicio´n de M con N como el S-mo´dulo,
M ˝N “ à
hě0
Mphq bΣh Nbh (27)
Obervacio´n 4.8. La fo´rmula 24 puede ser escrita,
à
hě0
Mphq bΣh
˜à
ně0
à
i1`¨¨¨`ih“n
Mpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq b F rShpi1, . . . , ihqs
¸
“ à
hě0
Mphq bΣh pMbhq “M ˝M (28)
La composicio´n de M ˝M representa la primera etapa de composiciones formales y la expresio´n
M˝h puede ser usada para representar h etapas de composiciones formales.
Proposicio´n 4.9. Sean f : M Ñ N y f 1 : M 1 Ñ N 1 morfismos de S-mo´dulos, entonces el morfismo
dado por pf ˝ f 1qpxb y1 b ¨ ¨ ¨ b yhq “ fpxq b f 1py1q b ¨ ¨ ¨ b f 1pyhq es un morfismo de S-mo´dulos de
M ˝M 1 a N ˝N 1.
Los S-mo´dulos pueden ser identificados con endofuntores de la categor´ıa DGA-Mod de tal manera
que la composicio´n de DGA-mo´dulos coincida con la composicio´n de funtores (ver [2], §5). Este
tipo de funtores se llaman funtores de Schur. La siguiente proposicio´n es una consecuencias de esta
identificacio´n.
Proposicio´n 4.10. La categor´ıa de S-mo´dulos con la composicio´n ˝ y I “ p0, F, 0, . . .q es una
categor´ıa monoidal.
De hecho, los operads son instancias de monoides sobre la categor´ıa de S-mo´dulos.
Proposicio´n 4.11. Todo operad determina un monoide en S-Mod y viceversa.
Demostracio´n. Observe que una aplicacio´n de S-mo´dulos η : I ÑM es no cero solamente en aridad
1, entonces determina una aplicacio´n η : F Ñ Mp1q y viceversa. Un morfismo µ : M ˝M Ñ M de
S-mo´dulos en aridad n esta´ dado por un morfismo equivariante de DGA-mo´dulos µn,
µn :
à
hě0
à
i1`¨¨¨`ih“n
Mphq bΣh pMpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq b F rShpi1, . . . , ihqsq ÑMpnq (29)
el cual esta´ determinado por la coleccio´n de morfismos equivariantes,
γ : Mphq bΣh pMpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq b F rShpi1, . . . , ihqsq ÑMpnq (30)
y cada morfismo γ esta´ caracterizado como un morfismo
γ : Mphq bMpi1q b ¨ ¨ ¨ bMpihq ÑMpnq (31)
que satisface las condiciones de equivarianza 5 y 6.
Antes de la construccio´n de operads libres se necesita una operacio´n ma´s de S-mo´dulos.
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Definicio´n 4.12. Sean M y N S-mo´dulos. Se define la suma directa de M y N mediante la fo´rmula,
pM ‘Nqpnq “Mpnq ‘Npnq (32)
Teorema 4.13. El funtor de olvido U : OP Ñ S-Mod tiene un funtor adjunto a la izquierda
F : S-ModÑ OP. Al funtor F se le llama el funtor de operads libre.
Demostracio´n. Sea M un S-mo´dulo. Por la proposicio´n 4.11 solo necesitamos exhibir el operad libre
como un monoide pF pMq, µ, ηq en S-Mod. Se describira´ la construccio´n de F pMq, del producto µ y
el neutro η, as´ı como la construccio´n de la unidad y la counidad de la adjuncio´n. Las verificaciones
de que estos objetos satisfacen las propiedades requeridas no son complicadas y se dejan al lector
(para ma´s detalles ver §5,4 en [2]).
Primero, se construye inductivamente para cada n un S-mo´dulo F pMqn de la siguiente manera.
F pMq0 “ I (33)
F pMq1 “ I ‘M (34)
F pMq2 “ I ‘ pM ˝ pI ‘Mqq “ I ‘ pM ˝ F pMq1q (35)
F pMqn`1 “ I ‘ pM ˝ F pMqnq (36)
Sea i0 la inclusio´n de I in F pMq1. Usando la identidad M “M ˝I y los morfismos 1M ˝ i0 : M ˝I Ñ
M ˝F pMq1 obtenemos el morfismo i1 “ 1I ‘p1M ˝ i0q : F pMq1 Ñ F pMq2. Repitiendo este proceso
se obtienen los morfismos,
in : F pMqn Ñ F pMqn`1 (37)
definidos por induccio´n con la fo´rmula in`1 “ 1I ‘ p1M ˝ inq. Los S-mo´dulos F pMqn codifican
todas las posibles n etapas de composiciones de los elementos de M . Para poder colocar junta toda
esta informacio´n en un solo S-mo´dulo, se toma el col´ımite sobre el diagrama determinado por los
morfismos ij .
F pMq “ col´ım
n
F pMqn (38)
El diferencial de F pMq es la extensio´n evidente del diferencial de M .
Ahora necesitamos definir el producto µ y el neutro η para F pMq. El neutro esta´ dada por
la inclusio´n η : I Ñ F pMq. El morfismo µ : F pMq ˝ F pMq Ñ F pMq esta´ determinado por una
coleccio´n de aplicaciones µn,m : F pMqn ˝ F pMqm Ñ F pMqn`m definidas por induccio´n sobre n,
tomando µ0,m “ 1F pMqm y para n ą 0, µn,m se define como la composicio´n,
F pMqn ˝ F pMqm “ pI ‘M ˝ F pMqn´1q ˝ F pMqm
–ÝÑ F pMqm ‘ pM ˝ F pMqn´1q ˝ F pMqm
–ÝÑ F pMqm ‘M ˝ pF pMqn´1 ˝ F pMqmq
1‘ 1 ˝ µn´1,mÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑF pMqm ‘M ˝ F pMqn`m´1
i` i1ÝÝÝÝÝÑF pMqn`m
donde i es la inclusio´n de F pMqm en F pMqn`m, y i1 es la inclusio´n de F pMqn`m´1 como el segundo
factor de F pMqn`m.
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Sea P un operad, la counidad  : FU Ñ 1 de la adjuncio´n esta´ determinada por los morfismos
n : FUpPqn Ñ P definidos por induccio´n de la siguiente manera. 0 : I Ñ P esta´ determinado por
la unidad η de P, 1 “ η`1 : I‘UP Ñ P y n`1 “ η`γp1˝nq : FUpP qn “ I‘pUP˝UF pP qnq Ñ P.
Finalmente, para M P S-Mod, la unidad de la adjuncio´n η : 1 Ñ UF , esta´ determinada por las
inclusiones en el segundo factor M ˝ F pMqn´1 Ñ F pMqn.
En resumen, la adjuncio´n de la proposicio´n 4.13, define para cada operad P y S-module M , la
biyeccio´n natural,
θ : OPpF pMq,Pq Ñ S-ModpM,UpPqq. (39)
La unidad y la counidad de la adjuncio´n son denotadas η y , respectivamente. Para la unidad η
tenemos los morfismos,
η : 1S-Mod Ñ UF, y (40)
ηM : M Ñ UF pMq. (41)
Para la counidad  tenemos,
 : FU Ñ 1OP , y (42)
P : FUpPq Ñ P. (43)
5. Relaciones entre adjunciones
Definicio´n 5.1. Un operad no sime´trico es definido como un operad sime´trico pero sin las acciones
de los grupos sime´tricos. La categor´ıa de los operads no sime´tricos es denotada nOP
Definicio´n 5.2. Un N-mo´dulo es un funtor contravariante del grupoide N con objetos el conjunto
r0s “ H y rns “ t1, .., nu for n ą 0, y morfismos las aplicaciones identidad, a la categor´ıa DGA-Mod.
La categor´ıa de N-mo´dulos se denota N-Mod.
Definicio´n 5.3. Sea G el funtor de olvido de S-Mod a N-Mod.
Teorema 5.4. El funtor de olvido G : S-Mod Ñ N-Mod tiene una adjunta a la izquierda H :
N-Mod Ñ S-Mod, llamada el funtor libre de S-mo´dulos.
Demostracio´n. Para M P N-Mod, HpMq es definido como el S mo´dulo con componentes dadas por
Mpnq b F rΣns, para cada n. La verificacio´n que satisface las propiedades es directa.
Definicio´n 5.5. Sea U el funtor de olvido de la categor´ıa nOP a N-Mod.
Teorema 5.6. El funtor de olvida nU : nOP Ñ N-Mod tiene una adjunta a la izquierda nF :
N-Mod Ñ nOP, llamada el funtor libre de operads no sime´tricos.
Demostracio´n. El caso no sime´trico es similar al caso sime´trico, pero sin las consideraciones sobre
las acciones de Σn. Para un N-mo´dulo N , con tal de construir un operad no sime´trico libre sobre N
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necesitamos una suma directa, un producto tensorial y una composicio´n de N-mo´dulos. Estas son
definidas como,
pN ‘ Eqpnq “ Npnq ‘ Epnq, (44)
pN b Eqpnq “ à
i`j“n
Npiq b Epjq y (45)
pN ˝ Eq “ à
hě0
Npkq b Ebh. (46)
Note que,
N ˝ E “ à
hě0
à
ně0
à
i1`¨¨¨`ih“n
Nphq b Epi1q b ¨ ¨ ¨ b Epihq (47)
Como en el caso sime´trico, los operads no sime´tricos son monoides sobre la categor´ıa monoidal de N-
mo´dulos, donde la estructura monoidal esta´ dada por la composicio´n. Los pasos para la construccio´n
de nF son los mismos que en el caso sime´trico.
Definicio´n 5.7. Sea G el funtor de olvido de la categor´ıa de operads sime´tricos OP a la categor´ıa
de operads no sime´tricos nOP.
Teorema 5.8. El funtor G : OP Ñ nOP tiene un funtor adjunto a la izquierda H : nOP Ñ OP.
Demostracio´n. Para un operad no sime´trico P su operad sime´trico asociado esta´ dado por PbF rΣs.
Las verificaciones no tienen dificultad y se dejan al lector.
Teorema 5.9. Las relaciones entre estos funtores de olvido y sus asociados funtores libres, se
reu´nen en los siguiente diagramas conmutativos.
OP G //
U

nOP
nU

S-Mod
G
// N-Mod
OP oo HOO
F
nOPOO
nF
S-Mod oo
H
N-Mod
(48)
Demostracio´n. La conmutatividad es inmediata por el hecho de que la composicio´n de funtores
adjuntos es de nuevo una adjuncio´n, y por la unicidad de la adjuncio´n, sus ima´genes son isomorfas.
El diagrama conmutativo de la proposicio´n 5.9 sugiere que se puede usar la construccio´n de
operads no sime´tricos para describir los operads libres sobre secuencias sime´tricas en las cuales
las acciones de los grupos sime´tricos son libres, es decir, para un S-mo´dulo M el operad libre
F pMq podr´ıa ser interpretado por medio del operad pH ˝ nF ˝GqpMq. Lo cual corresponde al caso
donde los S-mo´dulos tiene como componentes bar resoluciones Σn-libres. Este tipo de S-mo´dulos
son usados para describir una E8-coalgebra estructura en los complejos de cadenas asociados a
conjuntos simpliciales (ver [10]).
Definicio´n 5.10. Sea Ψ : S-Mod Ñ S-Mod el funtor que convierte las acciones por los grupos
sime´tricos de un S-mo´dulo en triviales, es decir,
ΨpMqpnq “ coeq
σPΣn
´
Mpnq σÝÑMpnq
¯
(49)
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Ejemplo 5.11. Se tiene la siguiente relacio´n entre los operads de los ejemplos 3.4 y 3.5:
ΨpUpMqq “ UpN q. (50)
Corolario 5.12. En la subcategor´ıa de S-mo´dulos donde la accio´n de los grupos sime´tricos es libre,
la restriccio´n del funtor de operads libres F es isomorfo al funtor H ˝ nF ˝G ˝Ψ.
Demostracio´n. La prueba es inmediata y se deja al lector.
La caracterizacio´n dada por el corolario 5.12 es u´til a la hora de imaginar operads libres, debido
a que en el caso no sime´trico los operads libres pueden ser visualizados fa´cilmente por a´rboles planos
(ver [4]).
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